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SOLUZIONI SINGOLARI DEL PROBLEMA DI - PLATEAU 


Intendo parlare di superficie n dimensionali contenute in spazi eu- 
clidei n+1 dimensionali, che abbiano misura minima e siano singolari. 

Per misura minima deve intendersi che porzioni interne di superficie 
non possano essere sostituite da riduzione della misura. 

Il primo esempio di superficie minima singolare, riconosciuto come 
tale, è il cosidetto cono di Simons 


S= COLE SCIEI = xi ixlaxta xi) 
dello spazio euclideo ad otto dimensioni. 

In verità Simons si limitò ad indicare detto cono come candidata su- 
perficie minima singolare. Il riconoscimento del fatto è dovuto a Bom- 
bieri, De Giorgi e Giusti. 

E' facile riconoscere che la curvatura media di S è nulla in ogni 
suo punto regolare, cioè ‘al di fuori del suo vertice. Se infatti si con- 


sidera un punto di S regolare, supposto che in esso sia 
#0 è 


vicino ad esso S è il grafico della funzione f di sette variabili 


n 2 2 2 2 2 2 2 
£ (x xX3X4X5*g%3) = Vai + * x + xq - LIA - x6 -X 
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avremo quindi che la curvatura media è nulla se e solo se f verifica 


l'equazione delle superficie minime, cioè 


7 D, £ 
x fr “da De-w 
i=1 1+|pf|2/ Ù 


Tale verifica è immediata: 


x; ni,” 
si per i<4, D;£ = 7 per i>5 
4 
Le pel? - (è xi) 
i=1 
quindi 
D. f x D,f -x 
i x i Lu DA qa 4 E ; 
4 
Vas oe? Va xx Va+ [pe]? V2 x x2 
i=1 j=1 j 
Perciò: 
4 
2 
7 D,f : E 
coff cialde: si SI 
= È VE V a ad 
call Va + [pr]? 2 x 2 X x | 
ist qu 3 


Questa verifica, non foss'altro che per la presenza del punto singo- 
lare, non è sufficiente per affermare che la superficie S è minima. 


Basti pensare al caso di due piani dello spazio ordinario, che non costi- 


tuiscono superficie minima nè nel caso che si intersechino, nè nel caso 
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che siano paralleli (assenza di punti singolari). 

Nel primo di questi due seminari darò l'indicazione delle tappe del- 
la verifica di Bombieri-De Giorgi-Giusti, rinviando al loro articolo per 
le spiegazioni. Nel secondo seminario indicherò una nuova dimostrazione 
di Massari e mia, che ritengo possa essere spiegata in ogni dettaglio 


nell'arco di un'ora. 


1. FUNZIONI DI MINIMO GRADIENTE E SUPERFICIE MINIME 


Il problema della verifica della minimalità di S può ricondursi 
alla ricerca di una funzione f definita su r5 con gradiente minimo e 
tale che 
8 Bi 22 e De RI 
> = > 
fer I£() 0} = {xER lx +* +%3+%, x +xg+x7+xg} 


2 3 


Gradiente minimo, nel caso in fui f abbia gradiente integrabile, vuol 


dire 


(1) | [D£ (x) Jax < f |Dg (x) [ax 
A A 
per ogni A aperto limitato ed ogni g diversa da f in una regione 
compatta di A. 
Nel caso in cui £ abbia gradiente regolare e diverso da zero, la 
condizione di minimo gradiente può esprimersi in modo puntuale con l'e- 


quazione 
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(2) atel PED Led 


|D£ (2) | 
Utili, ai fini della ricerca di f. , sono i seguenti due lemmi che 
permettono ad ff una certa libertà di essere singolare. 


Lemma i. Se senl:! 8) e 
Pn loc 


ce 


npfx er? [p£(x)] =0} = 0, 


se N è un chiuso con 
H_(N) = 
7‘ ) 0 


e vale 


(3) [tosco IDE) + DE(xax = 0 


per ogni $@ ECQUR' - n) , allora f£ ha gradiente minimo in re è 


Lemma 2. Se K è un chiuso di re localmente di misura 7 dimensionale 
D£ (x) 
|D£ (x) | 


finita, se ‘£ €62 (RÈ - k) con Df(x) #0 vxert-xk e se può 


estendersi con continuità a tutto r° e (2) è verificata in R8-K allo- 
1 
ra (3) vale per ogni decLRÀ) , cioè £ ha gradiente minimo in Rò è 


Per risolvere il nostro particolare problema cerchiamo una f di 


tipo speciale: 
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Gi _ 2 2 2 2 = 2 2 2 2 
f(x) = F(u, v) , con u= Va +20+23+%5 , v= Vactxz+a + %g 


7 


La (2) si scrive per F nel modo seguente 


2 2 atafa.0 
(4) FF _-2FFF +FF sa(2+2)(e +r0)-0 a 
v uu u Vv uv u Vv u v u v 


La ricerca di F risolvente (4) verrà impostata attraverso la ricerca 
preliminare delle sue linee di livello. A questo proposito osserviamo 
che la condizione di minimo gradiente è una condizione sulle linee di 
livello. 

Se u = u(t) , v= v(t) è una di tali linee, eliminando F da (4) con 


l'ausilio della equazione 


"@ 
"Ta F(u(t), v(t)) = 0 


si ha, assumendo per i calcoli u'(t) #0, 


(5) u"v* - u'v"+ 30024 v'2) u' mi 2) = 04 
w: u 


L'equazione (5) viene trasformata, attraverso l'introduzione delle coordi- 


nate angolari 


(6) 6c0s(0+$)dd + sin2$ sin(08-9)d8 = 0 . 
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Ponendo 
n 
o=0-306+7/2, y= 0+$- 5 


si ottiene, attraverso un'opportuna scelta del parametro tE€E(-©, +©) , 


il sistema differenziale 
DS 


edi. -& a_i pra 
(7) ar" 7 Sino DI sinp , x" 7 Sino 2 sinp . 
Il sistema (7) viene studiato con i metodi di Bendixon e Poincaré. 


Si ottiene allora il seguente 


Lemma 3. Esiste una soluzione Yo lt) = (0,08) Vo (0)) di (7) con le seguen- 


ti proprietà 
Yol-®) = (7, 0) , Yo (+) = (0, 0) , O<yp(t) < opt) <T 


e, le rette w-0 =c, 0<c<T, incontrano Yo l®) in un punto. 


Alla curva Yo corrisponde una curva T sul piano (u, v) . Le o- 


motetiche di T, LA = (Au, iv) per À>O0 riempiono l'angolo 
{(u, wv|]o<v< u} 


Cercheremo ora F , omogenea di grado 20 , avente le LeN come linee di 


D 
livello. Il numero 0 verrà opportunamente determinato perchè {enf 
DF 
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sia prolungabile con continuità attraverso la retta u= v, sulla quale 
F sarà nulla. 


Cercheremo F della forma 
F(u, v) = (04 v9)*c(arctg ll) 


con G determinata da 


2 2 "OI Li 
G(t) = (03 ce) +v0 (0) s UISRE, 
Da ciò segue 


lim G(t) = 0 


n 
+” 


Calcoli elementari danno, perchè la continuità di 


sia possibile at- 
|pr| 
traverso u = v_, la seguente scelta di a 


a-î 
Male 


2. NUOVA DIMOSTRAZIONE 


Indichiamo con B la sfera 


B = {ox n) eR'xR°||x[?+ |y]?<1} 
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e consideriamo la funzione 
de v) = cixl?- 1y19) clx1?+ 1y1?) per (e, n erfxr* . 


Vale, come si verifica con semplice calcolo, la seguente 


dix, Naiv{ —EEP__\3o,vx, n 


Vi+ [D9 (x, y) fe 


in altre parole é$@ è subsoluzione dell'equazione delle superficie minime 


laddove essa è positiva e sottosoluzione della stessa equazione laddove 
essa è negativa. Questo stesso fatto vale, per ogni h>O0 , per le fun- 


zioni 


d, 0, ») = h'ginx, hy) = hg, n). 


Indichiamo ora con Vi, la successione delle soluzioni dell'equazione del- 
le superficie minime nella sfera B che siano eguali a ò, su 9B. 
Ragioni di simmetria e il principio del massimo implicano le seguenti di- 


seguaglianze 


> 
vd dove ò, O 


< 
USS dove d, 10 E 


Poichè Lo Miri dove d>0 e ca dove $d<0 avremo che 
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Y, (x, y) ++° se (x, y) EB e |x|>]yl] 


Y, (xe y) +-© se (x, y)EB e lx] < Jyf ù 


Potremo quindi dire che il graphy,, ,» che è superficie minima, tende al 


cilindro 
{(x, y) eB|[x] = |y]}xR_, 


che risulterà pertanto esso stesso superficie minima. Ciò d'altra parte 


equivale a dire che il cono {{(x, y) EB |x| = ly} è superficie minima. 
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